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GENELLESTIRILMIS FERMAT NOKTASI

Problem :

A p.q,r; bir licgenin kenar uzunluklari ve
ABC {iggeninin diizlemindeki bir P
noktasi noktast i¢in

|PA|=x,

PB|=y ve |PC|=z olmak
lizere px+qy +rz toplammin en kii¢iik

degerini bulunuz.

Sekil 1
Bu noktaya “Genellestirilmis Fermat noktast” (G.F.N) denir. Bu konuda daha 6nce

calisilmis. Burada amacim (G.F.N) nin yerini ¢izimle bulmak. Belki daha basit ¢oziimler de

yapilmis olabilir. Ama burada ben elde ettigim bir ¢oziimii paylasmak istedim.

Coziim :

Sekil 2

Sekil 2 de BO,R, : kenarlar1 p,g,r olan liggen olmak tizere ABC tiggeninin [AB] ve [AC]
kenarlari lizerine sekildeki gibi BO, R, liggenine benzer olacak sekilde ABK ve ALC

ticgenlerini ¢izelim. [BL] N [CK ] = P olsun. Benzerlikler yardimiyla
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|4k|=L
"L dir.
Az| =2
q
cq
Z(KAC) = Z(LAB) JAK| e o [ABl_ e _cqoqmungan
AC| b rb - |AL| br o rb

q
(KAC)~(BAL) (K.A.K.) Agilar Sekil 3 deki gibi yerlestirilirse KAPB ve LAPC

dortgenlerinin kirigler dortgenleri oldugu goriiliir.

Sekil 3
Simdi de PO R, liggenine benzer olacak sekilde ABK ve MBC tiggenlerini Sekil 4 deki gibi

¢izelim. [MA]N[CK]=P' olsun.

Sekil 4
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|BK| =L

[
Z(KBC) = £(MBA) ,%:f:% ve %=£=% oldugundan

p

(KBC)~(ABM) (K.AK.) Agilar Sekil 4 deki gibi yerlestirilirse AKBP’ ve BMCP’
dortgenlerinin kirisler ddrtgenleri oldugu goriiliir. Sekil 3 ve Sekil 4 deki [CK ] dogrular
ortaktir.

Sekil 3te Pe[KC] ve Z(APB)=f+60

Sekil 4 te F, e[KC] ve Z(APRB)=[f+0

Oldugundan P ve P, noktalar1 cakisiktir. = P = P’

Sonu¢ : ABC ve PQ\R, uggenleri verildiginde [AB],[BC ],[CA] kenarlar tizerine disa dogru

kurulan sirasiyla KAB,CAL,CMB iiggenlerinin K,L,M koselerini sirastyla C,B,A noktalarina

birlestiren dogrular noktadastir. Bu noktaya “Genellestirilmis Fermat Noktasi” (GFN) denir.

Sekil 5
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ABC iiggeninde P noktast “GFN” olsun. [ PK] iizerinde N noktasim Z(NAP)= f8 olacak

sekilde alalim. APN ~ FO,R, olur ve

NPl =EZ N4 = 1
r r
KN| |BP
elde edilir. Z(KAN)=g' oldugundan KAN ~ BAP (A.A.) |&N| _|BP| =|kn[=2 ... 2
|N4|  |P4 r
elde edilir.
1 ve 2 no lu sonuglar birlestirilirse |KC| =z + 2 l(px +qy+rz) elde edilir.
r r
A Simdi problemimize doniip yandaki
tiggende px+gy+rz toplamini
inceleyelim. ( p,q,r ) verilen pozitif reel
sayilar.
B c

Sekil 7
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Sekil 8
AP kenar1 lizerine NAP ~ PO,R, olacak sekilde NAP li¢genini gizelim. ( sekil 8 )

|NP| =PX e |AN | =% olur. Son olarak 4BP ~ AKN olacak sekilde [AN ] kenar1 iizerine
r r

AKN figgenini ¢izelim. |KN | :% elde edilir. ABC ve BQ,R, lggenleri verildiginde K

noktasmnin yeri sabittir. [KN|+|NP|+|PC|= DPry - l( px+qy+rz) olur. Ote yandan
roor r

IKN|+|NP|+|PC| 2 [KC| = 2 4 PX s 2 = L (pr s gy 402) 2| C] dir.
r r r

(px+qy+rz)=r|KC| dir. K noktasmin yeri sabit oldugundan min( px+qy+7rz)=r|KC|

olur ki bu da P noktas1 “GFN” oldugunda toplamin minimum oldugu anlamina gelir.

Ozel olarak p=g=r=1 durumunda PQ,R, eskenar iiggen olup aranan toplam x+y+z

toplaminin minimum degeridir ki bu sart1 saglayan nokta tiggende “Fermat Torigelli” noktasi

olarak bilinir. PO, R, keyfi bir iggen oldugundan, buldugumuz nokta da “Fermat Torigelli”

noktasinin genel hali oldugundan bu noktaya “ Genellestirilmis Fermat noktas:” denir.
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ABC iiggeninde |AB| =2cm,

BC| =3cm olup P

noktasi liggenin i¢bdlgesinde bir noktadir.

|PA| =X,

PB|=y,

PC|=z olduguna gore

V2x+ v+ z toplaminin en kii¢iik degeri nedir?

Coziim :
p= V2, g =r =1 almarak yandaki
¢izim yapilirsa aranan toplamin en

kiigtik degeri (= r|KC|) =+/29 bulunur.

ABC iiggeninin kenar uzunluklar1 a,b,c ve
p.q,r bir licgenin kenar uzunluklari
olduguna gére px+qy+rz toplaminin en
kiigiik degerini a,b,c,p,q,r cinsinden

hesaplaymiz.

A
X
2
P
21
y
B 3 C
Sekil 9
K 2 A
: ¥
1
2 2 1
2 B
Sekil 10
Problem :
A
B C

Sekil 11
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Sekil 12

Aradigimiz toplam = r|KC |

. 24,22
BO\R, tiggeninde kosiniis teoremi’ nden cos f = qzr—p ................ 3
qr
2,0 gt
ABC {iggeninde kosiniis teoremi’ nden cosy = g e 4
c
| : 2T
Alan(ROR ) =T =—grsinf=sin f="— ..........ccccoooiiiinnnnnnnieis. 5
2 qr
Alan(ABC)=T'=%bcsiny:>sin7/=2b—T .................................... 6
c

cos(B+y)=cos Bcosy—sin Bsiny
_ qz +r2 _pz bZ +CZ _az _2_Tva _ (q2 +l"2 _pZ)(bZ +C2 _az)_16TT'
2qr 2bc qr bc 4bcgr

KAC ftcgeninde kosiniis teoremi’ nden:

’q’ _2bcq (q2 +’”2—p2)(b2 +c’ —az)—l6TT'
> .

r r 4bcqr

K| =b" +

cos(B+7)
20 +2¢°q° —(qz +r’ —pz)(b2 +c’ —a2)+16TT'
- 2r?

B 2b°r* +2¢%q° —q’b* — g’ +q*a’ — b’ —r’c’ +r’a’ +q’a’ +r’a’ — p*a’ +16TT"
- 27

2(22, 2 2 2( 42, 2, 2 2(22 2, 2 '
:p(b +c a)+q(b+cz;r2a )+r (b c +a )+16TT:>
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2(172+c2 —a2)+q2(—b2 +c’ +a2)+r2(b2 —c +a2)+16TT'
2

=

r |KC|2 = i

r|KC|=%\/p2 (b2 +c —a2)+q2 (—b2 +c +a2)+r2 (b2 ~c +a2)+l6TT' =

min(px+qy+rz):%\/p2 (b2+c2 —a2)+q2 (—bz +c +a2)+r2(b2 ~c? +a2)+l6TT'

Elde edilir. Son esitlikte p=g=r=1 alinirsa : min(x+ y+ Z) = %\/az +b> +¢* +4BT" olur

ki bu sonu¢ “Fermat Torigelli noktas:” i¢in bildigimiz bir ifadedir.

B

4 B

Sekil 13 Sekil 14

Sekil 13 te a+ B+6=180° oldugundan KABP kirisler dortgenidir. Bu da bizim P noktasinm
yerini ¢izimle su sekilde bulmamizi saglar. ABK ~ PO R, liggeni ¢izilir ve bu liggenin gevrel

cemberinin [BK ] y1 kestigi nokta ABC tliggeninin “I. Genellestirilmis Fermat noktasi” dir.
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ABC iiggeninin ¢evrel gemberinin [CK ] y1 kestigi noktaya P’ diyelim. P’ noktasina ABC
ticgeninin “2. Genellestirilmis Fermat noktasi” diyelim.

A

/

\

AP'N ~ ABC olacak sekilde

N e[KC] alalim.
PN _|an]
—_——_—=—
c a b

bx'

1P| =25 ve |av| =25
C C

ABP'~ ACN (44)=

bx'
FRELE RNV
x v c
|KC| = z'+ﬂ'+@ =ax'+by'+cz'= c.|KC| elde edilir ki bunun anlami1
c c

min (ax'+by'+cz") = [KC| ..o, 7
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ABC ii¢geninde P :
“Genellestirilmis Fermat
noktasi” ve P’ : “2.
Genellestirilmis Fermat
noktast” olsun. Uzunluklar
yandaki gibi tanimlanmak
izere asagidaki esitlik
gecerlidir.

a'x+b'y+cz=ax+by'+cz'

Cilinkii : |CC'| =a—'rx+ﬂy+rz=r|KC| =
c c

a'x+b'y+cz =c|KC|

ax'+by'+ cz'=c.|KC|

Sonug olarak : a'x+b'y+cz=ax+by'+cz' elde edilir.

Bu konunun iizerinde ¢aligma yapmaya acgik bir konu oldugunu diisiiniiyor ve meraklisinin

ilgilenecegi timidiyle ¢alismama burada virgiil koyuyorum.

ALI EKBER ATES

Izmir Fen Lisesi matematik gretmeni



